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uando en octubre de 2020 escribo esto,
acaban de hacerse publicos los nombres de los gana-
dores de los premios Nobel. Un matematico, Roger
Penrose, se encuentra entre los galardonados con el de
fisica y otro, Paul Milgrom, ha recibido el de economia.
Esto es una prueba, entre otras muchas que podrian
darse, de que las matematicas permean todo el conoci-
miento cientifico-técnico y por ello toda la sociedad de
nuestros dias. Pero este articulo no trata de ponderar
la importancia de las matematicas, ni de comentar en
qué medida en esta ciencia Espafia est a la altura que
le corresponde, en especial en campos de gran inte-
rés reciente (inteligencia artificial, aprendizaje profun-
do, big data, cualificacién de la incertidumbre, etc.). Mi
ambito va a ser mucho mas modesto; voy a apuntar
algunas ideas muy personales sobre la ensefianza de
las matematicas en Espafia en las etapas que preceden
a la universidad. ;Tenemos una ensefianza adecuada
a los tiempos que corren? ¢Podriamos tenerla mejor?
¢Cémor
Esas preguntas no pueden responderse sin antes
clarificar una cuestién previa: ¢por qué y para qué de-
ben figurar las matematicas en los planes de estudio
preuniversitarios? La necesidad, a la que acabo de alu-
dir, de la matematica para la sociedad de nuestros dias
no justifica en absoluto, por si sola, que haya que es-
tudiar matematicas en primaria, secundaria o bachille-
rato. También la medicina es sumamente importante y
nadie piensa en incorporarla a los planes de estudio no
universitarios.

Asignaturas de matematicas: jpara qué?

En mi opinién, hay dos grupos de razones que re-
comiendan la presencia de las matematicas en los estu-
dios no universitarios. Por lo pronto, las matematicas
tienen un caracter instrumental: son una herramien-
ta que hay que saber utilizar. Todos tenemos necesi-
dad de emplear las cuatro reglas de la aritmética, de
saber calcular cuanto debemos pagar si recibimos un
descuento del 5 % sobre el precio marcado o cuintos
metros cuadrados tiene una habitacién de ciertas an-
chura y longitud. Los conocimientos instrumentales de
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matematicas, claro, no pueden limitarse hoy a aspec-
tos elementales de la aritmética y la geometria como
los citados. Los alumnos de cualquier nivel que cursen
asignaturas de fisica, economia u otras materias que se
formulan en lenguaje matematico precisan asimismo
poseer un bagaje matematico adecuado a las necesida-
des del caso.

Pero mas alla de esta idea de la matematica como he-
rramienta, encontramos un segundo grupo de razones
para que se estudien las matematicas: las matematicas
como formacién. Y es en este segundo aspecto en el
que Voy a centrarme en cuanto sigue.

A lo largo de la historia se ha abogado por usar las
matematicas para ayudar a nifios y jévenes a mejorar
su capacidad de razonar. Desde la antigua Grecia, las
matematicas se basan en razonamientos deductivos
encadenados, a veces simples, de extraordinaria com-
plejidad en ocasiones, y entrenarse en esa gimnasia
mental se ha solido ver como util. «Nadie entre que
no sepa geometria» hizo inscribir Platén a la entrada
de su Academia, hace unos 2400 afios. Mientras otras
areas de la cultura y el pensamiento son particularmen-
te susceptibles de verse mediatizadas por el prejuicio,
el partidismo o los intereses, filias y fobias del pensa-
dor, las matematicas, por su caracter logico, general y

Platén y Aristoteles (detalle) La escuela de Atenas,
Rafael Sanzio (1510-1512). Estancias de Rafael, Vaticano
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abstracto, son mucho menos vulnerables a semejantes
condicionamientos. Tal vez esto sea ahora mas relevante
que nunca. La psicologia ha venido demostrando, mas
alla de toda duda, hasta qué punto, el proceso cogniti-
vo humano estd sujeto a multiples sesgos irracionales y
de dificil erradicacion por inconscientes. Me estoy refi-
riendo a sesgos determinados por la biologfa, ligados a
la evolucion de la especie humana y a la estructura del
cerebro, no a prejuicios, intereses econémicos, condi-
cionamientos sociales y de otra indole cuya espuria in-
fluencia sobre el pensamiento nunca en la historia se ha
puesto en duda. Por citar un solo ejemplo de los sesgos
que tengo en mente: estd probado que estamos dispues-
tos a pagar mas por un juego de seis platos de segunda
mano en petfecto estado que por un juego similar de
ocho platos en el que uno esta desportillado. Sin duda
el estudio de las matematicas puede ayudar a fomen-
tar la racionalidad, cosa de la que, si no me equivoco,
andamos necesitados. De modo similar, no vendra mal
estudiar matematicas, la ciencia rigurosa por excelencia,
en épocas donde pareciera que todo puede ser verdad
o mentira dependiendo de cémo se enfoquen las cosas.

No quiero olvidarme de otro aspecto por el que las
matematicas pueden ser muy utiles al ciudadano me-
dio. Cada dia recibimos, por multiples canales, docenas,
cientos de informaciones, muchas de ellas cuantitati-
vas. Y, por desgracia, esa informacién a menudo con-
funde; alguna vez por mera ignorancia del emisor del
mensaje y en otras ocasiones por su voluntad de enga-
fiar o al menos desorientar. He aqui, entre muchos, tres
ejemplos que solemos ver en los medios:

Al presentar un diagrama de barras que muestra que el
afio pasado tal o cual administracién invirtié en infraes-
tructura un millén de euros y éste un millén diez mil, se
corta el eje vertical para que empiece en 950 000 de euros.
Asi el incremento se visualiza como de 50 000 a 60 000,
es decir un 20 %, cuando en realidad es un modesto 1 %.

Si, cuando deberiamos dar cincuenta becas, el afio
pasado sélo dimos tres y éste vamos a dar seis, se ocul-
tan el tres y el seis y se dice que vamos a duplicar, gra-
cias a un esfuerzo econémico titanico.

Si nuestra comunidad auténoma distribuye un 10 %
mas de ayudas de algun tipo que las restantes, se pre-
senta un mapa de Hspafia y sobre cada comunidad au-
ténoma una moneda. Nuestra moneda se hace de un
radio 10 % superior a las de los vecinos, con lo cual es
10 % mas alta y 10 % mas ancha, dando la apariencia
de que en realidad concedemos aproximadamente un
20 % mas. Y, por supuesto, si la comunidad auténoma
es poco poblada informara del nimero de ayudas por
1000 habitantes, mientras las comunidades de mucha
poblacién soélo indicaran el nimero total de ayudas,
que siempre pareceran muchas a quien no las divida
entre el elevado nimero de habitantes.
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Derecha: la misma informacion bien presentada

La adecuada comprension de la informacién que
nos llega requiere a menudo que manejemos algunas
ideas matematicas que, aun siendo sencillas, requieren
cierta reflexiéon. Voy detallar un solo ejemplo. Se ha
puesto de moda usar el adjetivo exponencial para calificar
al substantivo crecimiento. Por desgracia, suele utilizarse
para reemplazar a otros como pronunciado, desmesu-
rado, rapido, etc. En realidad, exponencial (que deriva
del exponente de las potencias) es un término preciso
del lenguaje matematico: se aplica a series como 1, 2,
4, 8,... donde cada término se obtiene del siguiente
multiplicando por un mismo factor mayor que la uni-
dad (2 en el ejemplo). El crecimiento de 1, 1.2, 1.44,
1.728, ..., donde cada término es 1.2 veces el anterior,
es también exponencial y no parece demasiado rapido
o dramatico. Por el contrario, en la serie 2, 4, 6, 8, ...
el crecimiento es /neal: los incrementos de un término
al siguiente son constantes. No asi en el caso exponen-
cial, donde los incrementos van creciendo. Por eso las
poblaciones no crecen linealmente: a igualdad de otras
circunstancias, a medida que el nimero de habitantes
de un pueblo crece, ird creciendo el numero anual de
nacimientos. El crecimiento exponencial, sea inicialmen-
te veloz, como en el primer caso (1, 2, 4, ...) o inicialmen-
te lento, como en el segundo, (1, 1.2, 1.44, ...) facilmente
desborda nuestra imaginacion. En relacién con el primer
caso, muchos conoceran la leyenda arabe segin la cual el
inventor del ajedrez pidié en pago un grano de trigo por
el primer escaque del tablero, dos por el segundo, cuatro
por el tercero, etc. No parece mucho, pero por el dltimo
escaque habrfa que darle 737 miles de millones de tonela-
das de trigo. Para la segunda serie, 1, 1.2, 1.44, ..., ccree-
rfamos que su término nimero 50 excede de 75007 La
falta de comprension de lo que entrafia el crecimiento
exponencial es sin duda fuente de problemas. Las es-
tafas piramidales, la explosion demografica en paises
sin control de la natalidad, las enormes deudas que
pueden contraer quienes obtienen préstamos de largo
plazo de amortizaciéon son manifestaciones diversas de
un mismo y unico fenémeno. (Dicho sea de pasada,

3

Gaceta CurTtuaral



Africa cuadruplicara su poblacién para el 2100 a consecuencia
de la explosion demografica

esto ilustra bien un rasgo de las matematicas: una sola
idea matematica captura una realidad abstracta que se
materializa en mualtiples campos diversos.) Hacia me-
diados de los afios ochenta del siglo pasado asisti a un
congreso internacional de investigacion matematica
en una nacién africana. Un colega norteamericano
comentd que lo mejor que los matematicos del pais
podian hacer por él era explicar a sus conciudadanos
el crecimiento exponencial y sus implicaciones para
el tamafio de la poblacién. En su momento, me pa-
recié aquello una boutade; hoy la poblacion supera alli
los 200 millones de habitantes y entonces no llegaba
a 80 ;120 millones mas de bocas que alimentar! Na-
turalmente tenemos un ejemplo mucho mas cercano
de los peligros de no entender el crecimiento expo-
nencial: lo proporcionan quienes no se alarman al oir
que el enfermo medio de la actual pandemia contagia,
digamos, «s6lo» a 1.2 personas. Como indiqué arriba,
en una cadena de tales contagios, empezando con un
solo caso, la quincuagésima «generacion» de contagia-
dos consta de mas de 7500 personas. El namero acu-
mulado a partir de un solo caso (primera mas segunda, ...,
mas quincuagésima generacion) es aproximadamente
de 46 000.

Ya que he hablado del crecimiento exponencial, no
me resisto a decir dos palabras sobre el decrecimiento ex-
ponencial: 1, 0.5, 0.25, 0.125, ..., que se observa por
ejemplo en la datacion por isétopos radiactivos usada
en geologfa, arqueologfa, etc. En el tratado Nedarim del
talmud, Aha Bar Hanina, un caritativo rabino, dej6 es-
crito que quien visita a un enfermo hace desaparecer la
sexagésima parte de su dolencia. Inmediatamente, otros
rabinos objetaron que tal cosa no podria ser cierta: de
serlo, sesenta visitas producirfan la curacion completa.
Bar Hanina tuvo que explicarles que el segundo visitante
sélo elimina la sexagésima parte de la enfermedad que
dejo el primero. Un calculo sencillo muestra que sesenta
visitantes aun dejarfan el 36 % de la enfermedad original.
Los rabinos criticos tampoco habfan captado la idea del
crecimiento y decrecimiento exponencial.

Gaceta Cuartaoratl

Unas pocas matematicas, no necesariamente com-
plicadas ni excesivamente dificiles, creo que pueden
ayudar a un mejor entendimiento del mundo y la socie-
dad que nos rodean y en consecuencia a elevar el nivel

del debate publico.

({Cbmo lo estamos haciendo en Espana?

Para mi gusto, no muy bien.

Problemas. Como ocurre en tantos otros campos, sa-
ber matematicas no es equivalente a disponer de mucha
informacién sobre las mismas; es preciso tener la capa-
cidad de usarlas cuando se precise. Dicho en términos
mas concretos: el objetivo debe ser lograr resolver los
problemas que se planteen. La erudicién no puede su-
plantar nunca ni al buen juicio ni a la creatividad.

Por desgracia la resolucion de problemas ha desapa-
recido casi por completo de nuestra ensefianza preuni-
versitaria, donde casi siempre se denominan problemas
lo que solo son ejercicios rutinarios. Para no ser malin-
terpretado, me apresuro a decir que los ejercicios, aun
los mas rutinarios, son en su justa medida necesarios en
la ensefianza de las matematicas. Pero no reemplazan a
los problemas. En matematicas las palabras ejercicio y
problema tienen las mismas implicaciones que en la vida
cotidiana. Quien da un paseo de una hora esta haciendo
un buen ejercicio, pero de ordinatio ello no le supone
un problema. El que sufre una averfa en el coche en un
lugar remoto a las doce de la noche tiene un problema
y debe ponerse a pensar qué hace. Los problemas nos
preocupan, los ejercicios nos ocupan. Del mismo modo
es consustancial a la idea de problema en matematicas
que cuando se nos propone uno no debemos saber de
antemano c6mo resolverlo; si ya lo sabemos solucionar
no era un problema. En nuestras aulas lo que pasan por
problemas son ejercicios cuya resolucion no requiere
pensat, sino tan so6lo la aplicacion mecanica de una se-
rie de reglas previamente memorizadas. Hace unos afios
analicé con detalle los «problemas» propuestos en una
convocatoria de las pruebas de acceso a la universidad
en las diecisiete comunidades auténomas. De un total de

Espafia el cuarto pais mas afectado por Covid-19
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casi cien «problemasy» solo dos lo eran realmente (ambos
en el examen del Pais Vasco). Uno decia: «si la base de
un triangulo crece un 10 % y la altura decrece un 10 %
aqué le ocurre al area?» Ni éste ni el otro son particu-
larmente dificiles para alguien a punto de entrar en la
universidad; pero ambos iban mas alla de la receta.

Hay varias razones para este estado de cosas. La pri-
mera es que, por definicién, un problema es algo que
un alumno dado puede no saber resolver, lo cual, claro,
crea desazén, en especial si el alumno o la alumna son
estudiosos. Mas desazon se genera cuando quién no lo
sabe resolver es el mismo profesor, cosa que nos puede
pasar a cualquiera en cualquier momento. Por ello es mas
comodo para todos refugiarse en la zona de confort del
ejercicio rutinario. Pero, si no me equivoco, las pruebas de
acceso a la universidad distorsionan enormemente nues-
tra enseflanza de las matematicas en los institutos. Si un
estudiante aplicado concurtiese a ellas, no supiese resolver
un problema y, como consecuencia, no pudiera seguir los
estudios universitatios que desea, todos pensarfamos estar
perpetrando una injusticia. El sistema ha decidido evitar
estas situaciones con el facil expediente de no incluir pro-
blemas en el examen. Naturalmente lo que no va a apa-
recer en el examen no tiene existencia real en la docencia.

Muchos de mis colegas luchan porque aumente el
peso de las matematicas en la ensefianza preuniversitaria
0, cuando menos, porque no disminuya. Con frecuencia
lo justifican en que hacer matematicas puede ensefiar a

Estructuras fractales
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pensar, opinién que comparto. Pero, si una vez que se
dispone de muchas horas para ensefiar matematicas, evi-
tamos el pensamiento y solo exigimos aplicacioén ciega
de recetas previamente memotizadas, estamos contradi-
ciendo la motivacion original.

Contenidos. Este es un apartado que corre paralelo al
anterior. De los programas, por razones que no es el mo-
mento de analizar, han ido desapareciendo aquellas par-
tes de las matematicas que mejor se prestan a aprender
el razonamiento 16gico. En especial y de modo lamenta-
ble, han desaparecido casi totalmente los contenidos de
geometrfa euclidea. Las horas liberadas se han dedicado
a partes de la matematica de mucho menor valor forma-
tivo, pero que, eso si, se prestan a la resolucion mecanica
de ejercicios por aplicacién rutinaria de reglas. Esto es
hoy particularmente lamentable, porque sin duda los as-
pectos mecanicos de la matematica (que nunca fueron
muy importantes) no han hecho sino menguar en rele-
vancia desde que pueden ser asumidos por un ordena-
dor, que siempre sera infinitamente mas rapido y fiable
que nosotros en tal tipo de tatreas.

(Cdmo me gustaria que fueran las cosas?

La respuesta a esta cuestion esta implicita en lo an-
terior. Cuando se ensefian matematicas a quien no va a
ser ni ingeniero, ni economista, ni fisico, etc. me gustarfa
que se dedicara una parte sustancial del esfuerzo, de un
lado, a adiestrar en el razonamiento légico abstracto vy,
de otro, a proporcionar una serie de claves sencillas que
son imprescindibles para desenvolverse en una sociedad
llena de datos cuantitativos de todo tipo y donde se pro-
porcionan de continuo estadisticas, a veces para confun-
dir. Paralelamente hay que eliminar la memorizacién y
aplicacion rutinaria de reglas algoritmicas.

Sé que expresar estos deseos es escribir una carta a los
Reyes Magos. No confio en llegar a ver alguna mejora
sensible de la ensefianza matematica en Espafa. O, por
qué no decirlo, de la ensefianza en Espafia. Por supuesto
las mejoras no cabe esperarlas de una enésima modifica-
cion legal basada en condicionamientos ideolégicos. El
principio de la solucién esta en lograr una mejora sus-
tancial de la percepcion puiblica del valor de la ciencia y
la cultura y en conseguir que la sociedad reconozca la
importancia del trabajo de maestros y profesores y los
recompense de modo correspondiente.

En cualquier caso, agradezco al Ateneo y al Prof. Al-
muifia la oportunidad que me han dado de compartir
mis reflexiones, por lo que puedan valer a alguien. Si
hay algin lector interesado: las ideas anteriores aparecen
ampliadas en mi discurso de apertura del curso 2018-
2019 de 1a Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas
y Naturales, que puede descargarse del apartado «Other
publications» de la pagina:

http:/ /sanzserna.otg/publicaciones.php
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